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تقسیم نقطه هر از .(n ⩾ ۲) کرده�ایم تقسیم مساوی قسمت n به را ضلع هر ABC دلخواه مثلث در .١
حاصل زیر شکل n = ۳ برای مثلا می�کنیم. رسم دیگر ضلع دو موازات به خطوطی ضلع، هر روی

می�شود.

کنید. مشخص را آمده به�وجود متوازی�الاضلاعهای تعداد n ⩾۲ هر برای
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است؟ درجه چند α زاویۀ است. دایره مرکز O نقطۀ شکل در .٢
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ریاضی المپیاد دوره دوازدهمین دوم مرحله�ی آزمون
پیدا طوری را f : Z− {۰} → Q توابع تمام گویاست. اعداد مجموعۀ Q و صحیح اعداد مجموعۀ Z .٣

کنند. صدق زیر تابعی معادلۀ در که کنید

f
( x + y

۳

)
= f (x)+ f (y)

۲

مانند یک�به�یک تابعی کنید ثابت باشد رقمی n عدد یک a۱ . . . an اگر .۴

f : {۰,۱, . . . ,۹} → {۰,۱, . . . ,۹}

باشد. بخشپذیر ٣ بر f (a۱) . . . f (an) و f (a۱) ̸= ۰ که طوری به دارد وجود

با ABC داخلی محاطی دایرۀ تماس نقاط به�ترتیب P و N ،M نقاط ABC مثلث در کنید فرض .۵
]مثلث محیطی دایرۀ مرکز ،M N P مثلث ارتفاعی مرکز کنید ثابت باشند. BC و AC ،AB اضلاع

دارند. قرار راست خط یک روی ABC مثلث محاطی دایرۀ مرکز و ]ABC

و ]هستند[) اول اعداد piها ) n =
k∏

i=۱
pαi

i باشیم داشته و باشد فرد n >۳ اگر .۶

m = n

(
۱− ۱

p۱

)(
۱− ۱

p۲

)
· · ·

(
۱− ۱

pk

)
.p ∤ n ولی p |۲m −۱ که طوری به دارد وجود p مانند اولی عدد دهید نشان

٢ ٢از صفحه�ی



المپیاد دوره دوازدهمین دوم مرحله ی مسائل حل
کشور ریاضی

۱۳۷۳ ماه دی برگزاری: زمان

۱ جلد ایران، در ریاضی المپیاد منبع:
محمودیان ه عبادال دکتر تألیف

یا ۷ در را مثلث اضلاع خطها این و می آید به دست موازی خط زوج دو برخورد از متوازی الاضلاع هر .۱
نقطه دو ضلع دو واقع در برسند) به هم ضلع یک روی خط دو است ممکن (زیرا می کنند قطع نقطه ۸

روی نقطه ۴ یا ۳ و ضلع یک انتخاب با متوازی الاضلاع هر لذا نقطه، ۴ یا ۳ ضلع یک و دارند تقاطع
داریم است، موجود نقطه n +۱ ضلع هر روی چون می شود، مشخص آن

متوازی الاضلاعها ×۳=تعداد
((

n +۱

۴

)
+

(
n +۱

۳

))
=۳×

(
n +۲

۴

)
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ریاضی المپیاد دوازدهمین دوم مرحله ی مسائل حل

برابرند DOE و OD X مثلث دو آنگاه کند، قطع X در را AB تا می کنیم رسم را BC عمودمنصف
داریم باشد، BC = a و B X = BE = k اگر پس است، متساوی الساقین BOD مثلث و (زض ز)

∠B XC =۳۶۰◦−۶α=⇒∠BC X =۳α−۹۰◦

و
∠BEC =۵α−۱۸۰◦ و ∠BC A =۲۷۰◦−۴α

می گوییم B XC مثلث در حال

k < a =⇒۳α−۹۰◦ <۳۶۰◦−۶α=⇒α<۵۰◦

داریم EBC مثلث در و

k < a =⇒۲۷۰◦−۴α<۵α−۱۸۰◦ =⇒α>۵۰◦

می شود. درجه ۵۰ برابر α زاویۀ لذا می شود، حاصل مشابهی تناقض نیز k > a برای ترتیب به همین

است. ثابت تابع ، f می کنیم ادعا .۳

f (۱) = f

(
۱+۲

۳

)
= f (۱)+ f (۲)۲=⇒ f (۱) = f (۲)

f (۲) = f

(
۳+۳

۳

)
= f (۳)+ f (۳)

۲
=⇒ f (۲) = f (۳)

کنید فرض
f (۱) = f (۲) = ·· · = f (۳k)

پس

f (۲) = f (k +۱) = f

(
۳k +۱+۲

۲

)
= f (۳k +۱)+ f (۲)

۲

=⇒ f (۳k +۱) = f (۲)

f (۱) = f (k +۱) = f

(
۳k +۲+۱

۳

)
= f (۳k +۲)+ f (۱)

۲

=⇒ f (۳k +۲) = f (۱)

f (۳) = f (k +۲) = f

(
۳k +۳+۳

۳

)
= f (۳k +۳)+ f (۳)

۲

=⇒ f (۳k +۳) = f (۳)

نتیجه در

f (۱) = f (۲) = f (۳) = ·· · = f (۳k) =
f (۳k +۱) = f (۳k +۲) = f (۳k +۳)

۴ ۲از صفحه ی



ریاضی المپیاد دوازدهمین دوم مرحله ی مسائل حل

پس −x +۳> ۰ آنگاه x < ۰ اگر است، ثابت مثبت و صحیح اعداد روی f پس

f (۱) = f

(
x + (−x +۳)

۳

)
= f (x)+ f (−x +۳)

۲

= f (x)+ f (۱)

۲

است. ثابت f و f (x) = f (۱) پس

که باشند موجود bi و b j اگر باشد iام رقم تکرار تعداد bi کنید فرض .۴

bi ≡ b j ̸≡ ۰ (mod ۳)

f (i ) به جای و می دهیم ادامه ارقام بقیۀ روی را روند این ، f (i ) =۷ و f ( j ) =۸ می کنیم تعریف آنگاه
باقیمانده ارقام تعداد یا روند این اتمام از بعد می دهیم، قرار را ۲ و ۱ و ،۵ و ۴ به ترتیب f ( j ) و
اول حالت در .al ≡۲ و ak ≡۱ که موجودند al یک و ak یک فقط یا است ۴ مساوی یا کوچکتر
خواهیم جایگزین ۳ و ۰ با را l و k دوم حالت در و می کنیم جایگزین ۹ و ۶ ،۳ ،۰ با را باقیمانده ارقام

است. واضح مسأله شرطهای برقراری می کنیم)، جایگزین غیرصفر با را اول رقم حالت هر (در کرد

مثلث دو متناظر اضلاع که می شود دیده به راحتی می گیریم، M N P ارتفاعی مثلث را M ′N ′P ′ .۵
نسبت مرکزی تجانس با مثلث دو که دارد وجود G مانند نقطه یک پس موازیند، ABC و M ′N ′P ′

می شوند. تبدیل هم به به آن،
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قرار راست خط یک روی G و (ABC محاطی دایره (مرکز I ،P ′N ′M ′ داخلی محاطی دایرۀ مرکز پس
روی نیز O و G ،M ′N ′P ′ محیطی دایرۀ مرکز همچنین هستند، خط یک روی G و I ،H یعنی دارند،
به هم H مرکز به تجانس با M ′′N ′′P ′′ و M ′N ′P ′ مثلث دو که می کنیم توجه حال واقعند، خط یک
M ′′N ′′P ′′ محیطی دایرۀ مرکز و (O′ نقطۀ (مثلا M ′N ′P ′ محیطی دایرۀ مرکز پس می شوند. تبدیل

می شوند. واقع خط یک روی H و ،(I (نقطۀ

۴ ۳از صفحه ی



ریاضی المپیاد دوازدهمین دوم مرحله ی مسائل حل

دارند. قرار خط یک روی O′ و O ،H ،I ،G که شد ثابت پس

داشت: خواهیم پس ،۲k | m که است واضح .۶

۲m −۱= t۲k −۱

داریم حال است. زوج t و t >۳ آن در که

۲m −۱= t۲k −۱= (t −۱)
k−۱∏
i=۰

(
t۲i +۱

)
هم به نسبت دوبه دو و هستند t۲i +۱ و t −۱ شکل به که است عامل k +۱ دارای ۲m −۱ یعنی

.P ∤ n و ∃p, p |۲m −۱ پس است اول عامل k دارای n ولی اولند

۴ ۴از صفحه ی
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